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Introducao

A prova de Matematica procura selecionar candidatos com um conhecimento critico e integrado do contetdo
apresentado no Ensino Fundamental e Médio. A leitura atenta dos enunciados das questbes, a formulacdo
correta dos problemas e a apresentacdo de respostas claras sao indispensaveis para o sucesso do candidato. As
guestdes de Matematica aplicadas na segunda fase do Vestibular 2017 foram originais, com enunciados claros e
objetivos, tendo cada questao focalizado mais de um tépico do programa, no intuito de integrar conhecimentos.

A média geral de desempenho dos candidatos na prova de Matematica foi igual a 10,2 pontos, de um total de
24 pontos, com um desvio padrdo de 6,3 pontos. Esses resultados caracterizam um grau médio de dificuldade
da prova, o que é desejavel para uma selecdo adequada.

A sequir, para cada questao aplicada, apresentamos o enunciado, os objetivos, uma resolucdo detalhada e uma
andlise do desempenho dos candidatos. Além disso, fazemos alguns comentérios gerais, visando a um melhor
aproveitamento deste material.

Questao 13

Diversas padarias e lanchonetes vendem o “cafezinho” e o “cafezinho com leite”. Uma pesquisa realizada na
cidade de Campinas registrou uma variacdo grande de precos entre dois estabelecimentos, A e B, que vendem
esses produtos com um volume de 60 ml, conforme mostra a tabela abaixo.

Produto A B
Cafezinho R$ 2,00 R$ 3,00
Cafezinho com leite R$ 2,50 R$ 4,00

a) Determine a variacdo percentual dos precos do estabelecimento A para o estabelecimento B, para os dois
produtos.

b) Considere a proporcdo de café e de leite servida nesses dois produtos conforme indica a figura abaixo.
Suponha que o preco cobrado se refere apenas as quantidades de café e de leite servidas. Com base nos
precos praticados no estabelecimento B, calcule o valor que esta sendo cobrado por um litro de leite.

1/3 leite
1/1 café

2/3 café
cafezinho cafezinho

com leite

Objetivo da Questao

Avaliar o conhecimento sobre porcentagem e variacdo percentual.

Resposta Esperada
a) (2 pontos)
Para o cafezinho, o aumento percentual é de

R$ 4,00-R$ 2,50
R$ 2,50

R$ 3,00—R$ 2,00
R$ 2,00

X 100% = 0,6 X 100% = 60%.

x 100% = 0,5 X 100% = 50% e, para o cafezinho

com leite, o aumento percentual é de

b) (2 pontos)

No cafezinho com leite sdo servidos 1/3 x 60ml = 20 ml de leite e 2/3 x 60ml = 40 ml de café. Como no
estabelecimento B um cafezinho de 60 ml custa R$ 3,00, os 40 ml de café servidos no cafezinho com leite
custam R$ 3,00 x 40 ml/60 ml = R$ 2,00. Portanto, os 20 ml de leite servidos custam R$ 4,00 — R$ 2,00 =
R$ 2,00. Logo, o preco que estd sendo cobrado por um litro de leite (11 =1000ml =50 x20ml) é 50 X
R$ 2,00 = R$100,00.
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Desempenho dos candidatos

A nota média dos candidatos nessa questdo foi igual a 3,0, com um desvio padrao de 1,2. Foi a maior média da
prova de Matematica, 0 que é comum acontecer com a primeira questdo, que, por tradicdo, ¢ a de mais facil
resolucao.
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Quastdo 01 - Matemidtica

Comentarios Gerais

Embora de facil solucdo, a questdo requer atencdo para se calcular a variacdo percentual entre os precos
praticados nos estabelecimentos A e B e ndo entre os precos do cafezinho e do cafezinho com leite em cada
estabelecimento. Além disso, no item b era importante que o candidato percebesse que a proporcao
apresentada através de figuras fazia referéncia aos volumes e nao aos pregos.

Questao 14

Sejam ¢ um numero real e f(x) = x2 — 4x + ¢ uma funcao quadratica definida para todo numero real x. No
plano cartesiano, considere a parabola dada pelo grafico de y = f(x).

a) Determine ¢ no caso em gue a abscissa e a ordenada do vértice da parabola tém soma nula e esboce o
respectivo grafico para 0 < x < 4.

b) Considere os pontos de coordenadas A = (a, f(a)) e B = (b, f(b)), onde a e b sdo numeros reais com
a < b. Sabendo que o ponto médio do segmento AB é M = (1,c¢), determine a e b.

a

Y
21

Objetivo da Questao

Avaliar a capacidade de extrair informacdes basicas da expressdo de uma funcdo cuadratica, associadas ao
gréfico da pardbola que a representa, e explorar o conhecimento sobre tracado de parabolas. Avaliar a aptidao
para manipular coordenadas cartesianas de pontos sobre graficos.
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Resposta Esperada
a) (2 pontos)

Podemos escrever f(x) = x2 —4x +c¢ = (x — 2)? + ¢ — 4. Logo, a parabola dada pelo grafico de y = f(x) tem
vértice no ponto V = (2,c — 4). Do enunciado temos que 2+ c¢—4 =0, ou seja, ¢ = 2. Assim, a equagdo da
pardbola é y = f(x) = x? — 4x + 2, 0 vértice é V = (2,—2), para x = 0 temos y = f(0) = 2 e para x = 4 temos
y = f(4) = 2. Abaixo temos um esboco da parabola para 0 < x < 4.

Y

b) (2 pontos)

Temos que A =(a f(a)) =(a,a®—4a+c) e B=(b,b?—4b+c). O ponto médio ¢, entdo, M = (1,¢) =

(a+b)/2,(a>—4a+c+b*—4b+c)/2). Logo, a+b=2 e a?+b?=4a+4b. Tomando, da primeira

equagdo, b=2—a e substituindo na segunda equacdo, temos que a?+ (2-—a)?=4a+4Q2-a).

Simplificando, obtemos 2a? — 4a — 4 = 0, ou ainda a? — 2a — 2 = 0. Calculando o discriminante, A= (—2)% —
—(=2)#V12 _ 2+2V3 _

4x1x%x(—2)=4+8=12, temos as solugbes a = Py > =1++/3. Portanto, hb=2—-a=2—

(1£V3)=1FV3.Comoa<b,temosquea=1—-v3eb=1+3.

Desempenho dos candidatos
A nota média dos candidatos nessa questdo foi igual a 1,3, com um desvic padrao de 1,4. Como sera observado
abaixo, as Questoes 14, 16 e 17 apresentaram média e desvio padrdo muito proximos.
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Comentarios Gerais

Um dos fatores que contribuiram para a baixa média desta questdo foi o esboco incorreto do grafico, em que
até segmentos de reta foram exibidos para representar uma funcéo quadratica. Observar que nao era necessario
o célculo das raizes da equacao quadratica correspondente para esbocar o grafico. Um outro fator foi a falta de
habilidade com as manipulacdes algébricas necessarias para a resolucao do item b.
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Questao 15
A figura abaixo exibe trés circulos no plano, tangentes dois a dois, com centros em A, B e C e raios de
comprimentos a, b e c, respectivamente.

a) Determine os valores de a, b e ¢, sabendo que a distancia entre A e B é de 5 ¢m, a distancia entre A e C é
de 6 cm e a distanciaentre Be C é de 9 ¢m.

b) Paraa = 2cme b = 3cm, determine o valor de ¢ > b de modo que o triangulo de vértices em A, B e C seja
retangulo.

Objetivo da Questao
Avaliar a capacidade de relacionar corretamente os comprimentos de raics de circulos tangentes e resolver um
sistema linear, bem como de aplicar o Teorema de Pitagoras.

Resposta Esperada

a) (2 pontos)

Indicando os comprimentos dos raios nos circulos, como exibe a figura aoaixo, podemos construir as relacoes:
a+b=AB=5cm, a+c=AC=6cm e b+c=BC=9cm. Tomando b =5 —a da primeira equagédo e
¢ = 6 — a da segunda equacao e substituindo na terceira equagao, obtemos (5 —a) + (6 —a) = 9, ou seja,
11 —2a =9 e, portanto, a = 1 cm. Daiobtemos b=5—-1=4cmec=6—-1=5cm.

b) (2 pontos)

Uma vez que ¢ > b e b > a, o comprimento do maior lado do triangulo é b + c. Assim, como o triangulo deve
ser retangulo, o comprimento da hipotenusa é b + ¢ e o comprimento dos catetos, a + b e a + c. Pelo Teorema
de Pitagoras, (b +¢)? = (a+ b)? + (a + ¢)?, ou seja, B3+ ¢)? = (2+3)2+ (2 +¢)? Logo, 9+ 6¢+ c? =25+
4 + 4c + ¢? e, portanto, 2¢ = 20, o que implica que ¢ = 10 cm.
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Desempenho dos candidatos

A nota média dos candidatos nessa questdo foi igual a 2,7, com um desvio padrdo de 1,6. Essa média ficou
muito proxima da média da primeira questdo, e muito afastada da média das outras questdes. Esse fato ndo é
usual na prova de Matematica.
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Comentarios Gerais

Os candidatos obtiveram notas acima da média nesta questao, o que talvez indique que os conceitos basicos de
Geometria Plana estdo sendo bem absorvidos pelos alunos do Ensino Basico. Podemos observar, no entanto, que
no item a, onde um sistema linear bem simples deveria ser corretamente resolvido, muitos candidatos atribuiram
um valor aleatério a uma das variaveis. No item b era essencial identificar o maior lado do triangulo apresentado,
de modo a aplicar corretamente o Teorema de Pitagoras.

Questao 16

Sabendo que a e b sdo numeros reais, considere o polindmio cubico p(x) = x3 + ax? + bx + 1.

a) Mostre que, se r é uma raiz de p(x), entdao 1/r é uma raiz do polinémio q(x) = x3 + bx? + ax + 1.

b) Determine os valores de a e b para os quais a sequéncia (p(—1),p(0),p(1)) é uma progressao aritmética
(PA), cuja razdo é igual a p(2).

Objetivo da Questao

Avaliar o conhecimento do conceito basico de raiz de polindbmio e a capacidade de encadear de forma correta a
prova de um resultado simples. Avaliar a habilidade para calcular a razdo de uma PA cujos termos sdo valores
numeéricos do polindmio.

Resposta Esperada

a) (2 pontos)
3 2
Observe que r # 0, pois p(0) =1 # 0. Assim, temos que ¢q (%) = (3) +b (%) + a(%) +1= l+%+5+ 1=

r

2 3
1+br+r++r = @. Como r é uma raiz de p(x), temos que p(r) = 0 e, portanto, q( ) =—=0,0useja, 1/r é

uma raiz de p(x).

b) (2 pontos)
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Temos que p(-1)=—-14a—-b+1=a—-b, p(0)=04+04+0+1=1, p() =1+a+b+1=a+b+2 e
p(2) =8+4a+2b+1=9+4a+2b. Como (p(—1),p(0),p(1)) é uma PA com razdo p(2), temos que
p(2) = p(0) —p(—1) =p(1) —p(0), ou seja, 9+4a+2b=1—(a—b)=a+b+2—-1. Da segunda
igualdade, obtemos diretamente que a = 0. Substituindo esse resultado na primeira igualdade, temos que
9+ 2b=1+b e, portanto, b = —8.

Desempenho dos candidatos
A nota média dos candidatos nessa questao foi igual a 1,2, com um desvio padrao de 1,4.
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Comentarios Gerais

O desempenho dos candidatos, nesta questao, ficou abaixo das expectativas. Embora o item a envolva apenas a
avaliacdo do polinbmio em um ponto, sua resolucdo exige um encadeamento légico mais formal, o que, em
geral, é de grande dificuldade para os estudantes. No item b, apds a obtencdo dos valores do polindbmio em
pontos preestabelecidos, a aplicacdo da condicdo de PA dava origem a um sistema simples de duas equacoes,
cuja resolucdo fornecia a solucao requerida. Entretanto, muitos candidatos utilizaram o valor 2 como razdo ao
invés do valor correto p(2), fato que contribuiu para uma média tdo baixa na questao.

Questao 17

Sabendo que m é um numero real, considere o sistema linear nas variaveis x, y e z:

[mx+2z =4,
IX—y+2=3,
[2x+mz =4.

a) Seja A a matriz dos coeficientes desse sistema. Determine os valores de m para os quais a soma dos
quadrados dos elementos da matriz 4 é igual & soma dos elementos da matriz A2 = A - A.

b) Param = 2, encontre a solucao do sistema linear para a qual o produto xyz é minimo.
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Objetivo da Questao

O candidato deveria efetuar operacées com os elementos da matriz dos coeficientes de um sistema linear e
calcular o quadrado dessa matriz. Deveria ainda encontrar as solu¢bes de um sistema linear indeterminado,
analisando o minimo de uma funcado quadratica.

Resposta Esperada
a) (2 pontos)

m 0 2
A matriz dos coeficientes do sistema linear é dadaporA=| 1 —1 1 |. Asoma dos quadrados dos
2 0 m

elementos da matriz A éigual a §; = m? + 02 + 22 + 12+ (=1)2 + 12 + 22+ 02 + m? = 2m? + 11. Calculando
A?,
m 0 2)(m 0 2 m°+0+4 0+0+0 2m+042m m +4 0 4m
A=AxA=[1 -1 1 (x|1 -1 1|=| m=1+2 04140 2-1+m |=| m+1 1 m+l
2 0 m)(2 0 m 2m+0+2m 0+0+0 4+0+m’ 4m 0 m’+4

A soma dos elementos de 42 ¢, entdo, S, =m?+4+0+4m+m+1+1+m+1+4m+0+m?+4=
2m? + 10m + 11. Para que S; = S,, devemos ter 2m?2 + 11 = 2m? + 10m + 11, ou seja, m = 0.

b) (2 pontos)
Para m = 2, temos o sistema linear

2X+22=4,
X—y+z=3,
2X+2z2=4.

Note que a primeira e a terceira equacdes sao iguais. Da primeira equagdo, podemos escrever z =2 — x.
Substituindo na segunda equagdo, x —y + (2 —x) =3, concluimos que y = —1. Assim, esse sistema tem
infinitas solucdes: para qualquer nimero real a, x =a, y = —1 e z = 2 —a é uma solucdo. Temos entdo que o
produto das variaveis em qualquer solucdo é dado por xyz=a x (-1) X 2 —a) = a? —2a = (a — 1)? — 1. Esse
produto é uma funcdo quadratica na varidvel a, cujo coeficiente quadratico é positivo. O grafico dessa funcao é
uma parabola com a concavidade voltada para cima, cujo vértice fornece o valor minimo do produto. O vértice
dessa parabola tem abscissa em a = 1. Portanto, a solucdo procuradaéx=a=1,y=—-1lez=2-a=1.
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Desempenho dos candidatos
A nota média dos candidatos nessa questao foi igual a 1,1, com um desvio padrdo de 1,3.
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Comentarios Gerais

Apesar de o tema Sistemas Lineares ser intensamente abordado na Educacdo Basica, a combinacao desse tépico
com poténcia de matrizes e obtencdo do valor minimo de uma funcdo quadratica tornaram a questdo de dificil
resolucdo. Além disso, no item b, o sistema linear resultante é indeterminado, fato ndo muito comum para os
estudantes, que atribuiram valores numéricos inteiros as variaveis, tentando encontrar a solucéo.

Questao 18

Sabendo que k é um nldmero real, considere a funcdo f(x) = k senx + cos x, definida para todo numero real x.
a) Sejatum numero real tal que f(t) = 0. Mostre que f(2t) = —1.

b) Para k = 3, encontre todas as solucoes da equacao f(x)? + f(—x)? =10 para 0 < x < 2m.

Objetivo da Questao
Avaliar a capacidade de manipular funcoes e equacdes trigonométricas.

Resposta Esperada

a) (2 pontos)

Temos que f(2t) = ksen(2t) + cos(2t) = k(2sentcost) + (cost)? — (sent)?. Substituindo (sent)? por1 —
(cost)?, obtemos f(2t) =2ksentcost+ 2(cost)? —1. Colocando 2cost em evidéncia, chegamos a
f(2t) =2 (k sent +cost)cost —1 =2 f(t)cost — 1. Como f(t) = 0, obtemos f(2t) =0—-1 = —1.

b) (2 pontos)

Para k = 3, temos que f(x)? = (3senx + cosx)? = 9 (senx)? + 6senx cosx + (cosx)? e f(—x)? =
(3sen(—x) + cos(—x))? = (—3senx + cosx)? = 9 (senx)? — 6 sen x cos x + (cos x)?. Logo, f(x)? + f(—x)? =
18 (senx)? + 2(cosx)? = 16 (senx)? + 2 = 10, ou seja, (senx)? = % Temos entdo que senx = ig e, Como
0 < x < 2m, temos as solucdes x = m/4 ou x = 3m/4 oux = 5m/4 ou x = 7w /4.
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Desempenho dos candidatos
A nota média dos candidatos nessa questdo foi igual a 0,9, com um desvio padrao de 1,3. Foi a menor média da
Prova de Matematica, o que pode ser justificado pela dificuldade do tema Trigonometria.
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Comentarios Gerais

O item a depende da aplicacdo de identidades trigonométricas, como a do arco duplo, e da manipulacdo de
expressdes envolvendo senos e cossenos, assuntos considerados dificeis pelos candidatos. Além disso, era
necessaria certa habilidade para a deducdo exigida. No item b, era fundamental o conhecimento de que a
funcao seno é impar e a funcdo cosseno é par para a analise das solucdes de uma equacdo trigonométrica
simples, de acordo com a restricdo imposta no enunciado. Porém, varios candidatos fazem confusdo entre essas
propriedades, o que inviabiliza uma resolucdo correta. Soma-se a tudo isso o fato de ser a Ultima questdo da
Prova de Matematica e do Exame.
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