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As questdes da segunda fase da prova de Matematica do Vestibular
Unicamp sao selecionadas para avaliar o candidato, especialmente, nos
seguintes aspectos: capacidade de leitura de textos especificos da area,
raciocinio abstrato, habilidade na resolucdo de problemas e dominio dos
conteldos usualmente presentes no Ensino Fundamental e Ensino Médio
de Matematica. As questdes sdo apresentadas em ordem crescente de
dificuldades previsiveis e divididas em duas partes para permitir uma
melhor distribuicdo dos contelidos programaticos. As Ultimas questoes,
por serem bem mais dificeis, pretendem contribuir para uma melhor
selecdo dos candidatos destinados as areas que exigem conhecimentos
mais profundos de conteldos e técnicas proprias da matematica mais
elaborada.

1. S&o conhecidos os valores caléricos dos seguintes alimentos: uma fatia de pao integral,
55 kcal; um litro de leite, 550 kcal; 200 g de manteiga, 1.400 kcal; 1 kg de queijo, 3.200
kcal; uma banana, 80 kcal.

a) Qual o valor calorico de uma refeicdo composta por duas fatias de pao integral, um
copo de 200 ml de leite, 10 g de manteiga, 4 fatias de queijo, de 10 g cada uma, e duas
bananas?

b) Um copo de leite integral contém 248 mg de célcio, o que representa 31% do valor
diario de célcio recomendado. Qual é esse valor recomendado?

a) [2 fatias de paol]+[1copo de leite]+[10 g de manteigal+[40 g de queijo]+[2 bananas] =
[110 kcal]+[110 kcal]+[70 kcal]+[128 kcal]+[160 kcal].

Efetuando a soma obtemos 578 kcal.
Resposta: O valor calorico dessa refeicao é de 578 kcal (2 pontos).

b) Se 248 mg de calcio correspondem a 31% do valor diario de calcio recomendado,
248-100

31
Resposta: O valor diario recomendado de célcio é de 800 mg (3 pontos).

entdo x mg de calcio correspondem a 100%, ou seja: X = . Logo x = 800.
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2. A quantia de R$1.280,00 devera ser dividida entre 3 pessoas. Quanto recebera cada

uma, se:

a) A divisao for feita em partes diretamente proporcionais a 8, 5 e 7?
b) A divisao for feita em partes inversamente proporcionais a 5, 2 e 10?

a) Basta dividir a importancia de R$ 1.280,00 em 8+5+7 = 20 partes e multiplicar o
resultado por 8, 5 e 7. Temos entdo: R$ 64,00 x 8 =R$ 512,00, R$ 64,00 x 5 = R$ 320,00

e, finalmente, R$ 64,00 x 7 = R$ 448,00.

Resposta: O primeiro receberd R$ 512,00, o segundo R$ 320,00 e o terceiro R$ 448,00

(2 pontos).

b) Para dividir uma importancia em partes inversamente proporcionais a 5, 2 e 10,

devemos dividir essa importancia em partes diretamente proporcionais a

1

Jlel

1
[ 1 ] gE 10

8
Devemos, entao, dividir R$ 1.280, 00 por — = — 4 — 4+ — e multiplicar

o resultado por

11
52 10

1 Assim: 1.280 : E =
10

5 2

M =1.600, de modo

1

que: 1x|600:320. l><I6{]0=800 e —x 1600 =160.
3 2 10

Resposta: O primeiro receberia R$ 320,00, o segundo R$ 800,00 e o terceiro R$ 160,00

(3 pontos).
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3. O custo de uma corrida de taxi é constituido por um valor inicial Q,, fixo, mais um valor
gue varia proporcionalmente a distancia D percorrida nesta corrida. Sabe-se que, em uma
corrida na qual se percorreu 3,6km, a quantia cobrada foi de R$8,25, e que em outra
corrida, de 2,8km, a quantia cobrada foi de R$7,25.

a) Calcule o valor inicial Q.

b) Se, em um dia de trabalho, um taxista arrecadou R$75,00 em 10 corridas, quantos
quildbmetros seu carro percorreu naquele dia?
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Seja Q o valor de uma corrida, entdo Q = Q, + k.D onde k é o custo de 1km percorrido
(1 ponto).

a) Para a primeira corrida temos 8,25 = Q, + k.3,6, e para a segunda corrida, 7,25= Q
+ k.2,8. Subtraimos as duas igualdades e obtemos 1 = k.0,8 donde k = 1,25. Da primeira
igualdade, entdo teremos Q, = 8,25 - 1,25.3,6 = 3,75.

Resposta: O valor inicial Q, € igual a R$ 3,75 (2 pontos).

b) O taxista, em 10 corridas, arrecadou R$ 75,00. Este valor inclui 10 vezes o valor inicial,
isto é, R$ 37,50. Como 75,00 = 37,50 + 1,25.D, teremos D = 37,50/1,25 = 30.

Resposta: O taxista percorreu, naquele dia, 30km (2 pontos).
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4. Sejam A, B, C e D os vértices de um quadrado cujos lados medem 10cm cada. Suponha
que a circunferéncia C passe pelos pontos C e D, que formam o lado CD do quadrado, e
gue seja tangente, no ponto M, ao lado oposto AB.

a) Calcule a area do triangulo cujos vértices sdo C, D e M.
b) Calcule o raio da circunferéncia C.

O triangulo CDM tem sua base medindo 10 cm e sua altura também 10 cm. Portanto, sua

area é de MZSO'
2

Resposta: A drea do triangulo é de 50 cm2 (3 pontos).

a) (10— R]2 +57 = R?, de onde se conclui que R = 6,25 cm.
Resposta: O raio da circunferéncia é de 6,25 cm (2 pontos).

3) A’[az_l-_\:AO;!(;:S?bw
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COMENTARIOS

Questao considerada de média dificuldade. Permitiu explorar diferentes estratégias
de resolucdo, apesar de ser puramente tedrica, e exigiu interpretacdo de texto com
representacao grafica, especialmente para resolucao do item b.

Os toépicos utilizados na solucao da questao foram: area de figuras planas, inclusive a
do triangulo inscrito; resolucao de sistemas de equacdes; Teorema de Pitagoras; relacoes
trigonomeétricas; retas e circunferéncias da geometria analitica.

5. Dois navios partem ao mesmo tempo, de um mesmo porto, em direcoes perpendiculares
e a velocidades constantes. Trinta minutos apos a partida, a distancia entre os dois navios
era de 15km e, apds mais 15 minutos, um dos navios estava 4,5km mais longe do porto
que o outro.

a) Quais as velocidades dos dois navios, em km/h?

b) Quais as distancias de cada um dos navios até o porto de saida, 270 minutos ap6s a
partida?

RESPOSTA ESPERADA
a) A distancia percorrida é o produto da velocidade pelo tempo gasto para percorré-la.

1
Para um dos navios, temos: d[ =wl =Evl, pois o tempo de percurso foi de 1/2 hora.

Para o outro navio, temos: d, = V,f = —Vv,.
2 2 2 2

Como as rotas sao perpendiculares, o segmento cujo comprimento é de 15 km é a
hipotenusa de um triangulo retangulo e, portanto, temos:

1 1
15° :dlz +d22 :(§V1)2 +(Ev2)2,de modo que 225:%1)]2 +%v22 [*].

3 3
Por outro lado, ap6s %h . d,=d, +4.5, ouseja: 11’1 = sz +45 .

Multiplicando esta ultima igualdade por 4, tem-se:
3v, =3v, +18,ouainda: v, =v, +6.
L ; 2
Substituindo em [*] obtém-se, ap6s alguns célculos, a equacdo: V, + 61’3 —-432=0.
Esta equacado fornece como Unico valor positivo vV, = 18.

Para esse valor de y,, obtém-se y, = 24,

Resposta: As velocidades dos navios eram de 24 e 18 km/h (3 pontos).

b) Como 270 minutos sdo 4,5 horas, temos: d, =4,5x24 =108 e
d,=45x18=81

Resposta: Apds 270 minutos, as distancias dos navios ao porto eram de 108 e 81 km (2
pontos).

Prova comentada ¢ Segunda Fase 6
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6. Sejam A, B, C e N quatro pontos em um mesmo plano, conforme mostra a figura ao
lado.

a) Calcule o raio da circunferéncia que passa pelos pontos A, B e N.
b) Calcule o comprimento do segmento NB.

a) Seja P o centro da circunferéncia que passa pelos pontos A, B e N, o angulo central que
corresponde ao arco AB dessa circunferéncia mede 60°.

Portanto, o tridangulo PAB ¢ equilatero [dois de seus lados sdo raios] e, entdo, R = 1, pois

AB =1

Resposta: O raio da circunferéncia que passa por A,B e N é de 1 km (2 pontos).

b) Sejam O e B osangulos ABN e NBC, de modo que 0.+ B =150". Temos
N 1 NB

entdo que: €COS [3 = T e [pela lei do seno] =

sen30"  senB

Dessas igualdades concluimos que COS B = SenB e, dai, que B =45"

Entdo, NB = 2cosp = 2£ V2

Resposta : O comprimento do segmento NB é de \/_ km (3 pontos).

R Do R Ay ramrs

N NB_aR aNR=3 (T) dAsw
(oW R 2mX RN
/;,:a\:& NUA B
SudMudnde 2w vollines A (3002 BV 4 ey x = BV (D)
L :awm > a
w30 2 Dkasedo Vsorn]): goéedq,'ﬁ
R-Oj§9.. %ngﬁx NB 2 Q% 5

R=2 Yoom 9“ Ve %ﬂm?g
Fiom PP WA <l Y Tram

i\'&q‘uﬂ. O dx (‘55\0
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7. Um capital de R$12.000,00 é aplicado a uma taxa anual de 8%, com juros
capitalizados anualmente. Considerando que nao foram feitas novas aplicacdes ou
retiradas, encontre:

a) O capital acumulado apés 2 anos.

b) O numero inteiro minimo de anos necessarios para que o capital acumulado seja maior
gue o dobro do capital inicial.

[Se necessario, use log10 2 = 0,301 e log10 3 = 0,477]

a) Ap6s o primeiro ano, teremos 12.000,00 x 1,08 = 12.960,00 e ap6s o segundo ano o
capital acumulado sera (12.000,00 x 1,08) x 1,08 = 12.960,00 x 1,08 = 13.996,80.

Resposta: O capital acumulado ap6s 2 anos sera R$ 13.996,80 (2 pontos).

b) Apds n anos o capital acumulado serd C = CO (1,08)n, onde CO é o capital inicial. Logo
estamos procurando o menor inteiro n tal que C = CO (1,08)n > 2 CO . Isto &, (1,08)n >
2. Esta desigualdade, ap6s passar para logaritmos (na base 10), torna-se n log (1,08) >
log 2. Entdo n log (108/100) > log 2 e n log (23 32 /100) > log 2. A Ultima desigualdade
escreve-se usando as propriedades dos logaritmos, como n (2 log 2 + 3 log 3 —log 100) >
log 2. Logo, como log 2 = 0,301 e log 3 = 0,477, temos n (0,602 + 1,431 -2)> 0,301 e
n. 0,033 > 0,301. Deste modo, temos que n > 0,301/0,033 9,121.

Resposta: Para que o capital acumulado seja maior que o dobro do capital inicial, sdo
necessarios 10 anos (3 pontos).
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8. A funcéo ¥y = ax® +bx+ ¢,com a#0,é chamada funcdo quadratica.

a) Encontre a funcdo quadratica cujo grafico passa pelos pontos A(0,2) , B(-1,1) e
C(1,1).

b) Dados os pontos A(Xq, ¥,). B(x,,¥,) e C(x,,¥,), mostre que, se x0 < x1
< x2 e se os pontos A, B e C ndo pertencem a uma mesma reta, entdo existe uma Unica
funcao quadratica cujo gréfico passa pelos pontos A, B e C.
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a)Seograficode y = ax’ +bx+c passa pelos pontos A(0,2), B(-1,1) e C(1,1), entao

temos as seguintes 3 equacoes:

a-D? +b.(-D+c=1 ¢ a(®)*+bl+c=1.

a0’ +h0+c=2,

Da primeira equacao, segue que c = 2 e substituindo esse valor nas outras duas equacoes,

encontramos a=-1e b=0.

Resposta: y = —x2 4+ 2 (2 pontos).

b) Por hipotese temos X, < X; <X, eA, Be Csao pontos ndo colineares. Queremos

mostrar que o sistema linear:
ax, +bx, +c =y,
2
ax, +bx, +c =y,

al+bx,+c=y,

cujas incognitas [varidveis] sao a, b e ¢, tem solucdo Unica e que esta solucao é tal que

a#0

O determinante da matriz dos coeficientes desse S.L.. é um determinante especial

[chamado determinante de Vandermonde], cujo valor é (x, - x,) (x, = x,) (x, = X,)

Como X, <X, <X,,

o’

este determinante é diferente de zero e, portanto, o S.L. em

guestao tem uma Unica solucao. Além disso, como os pontos A, B e C sdo ndo colineares,
o determinante da matriz que se obtém substituindo-se a primeira coluna da matriz dos
coeficientes pela coluna dos termos independentes [no caso, V,,V,,V,] também &
diferente de zero. Entdo, por Laplace, ¢ % Q0 (3 pontos).
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flo,2) '
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B(-1,1)
\-n‘ b(‘m«l 1
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9. Com as letras x, y, z e w podemos formar monémios de grau k, isto é, expressoes
do tipo xPy9z'ws, onde p, g, r e s sdo inteiros ndo-negativos, tais que p + g + r + s = k.
Quando um ou mais desses expoentes ¢ igual a zero, dizemos que o mondmio é formado
pelas demais letras. Por exemplo, yz* ¢ um monémio de grau 7 formado pelas letras y e
z [nesse caso, p =s =0].

a) Quantos mondmios de grau 4 podem ser formados com, no méximo, 4 letras?

b) Escolhendo-se ao acaso um desses monémios do item a, qual a probabilidade dele ser
formado por exatamente duas das 4 letras?

a) A equacdo p + q + r + s = 4 possui 35 solugdes inteiras ndo-negativas. Para cada uma
dessas solugdes corresponde um mondmio de grau 4.

Resposta: Sdo 35 os mondémios de grau 4 com, no maximo, 4 letras (3 pontos).

b) Para que um desses mondmios seja formado por exatamente duas letras, os expoentes
de duas letras devem ser iguais a zero. Como sdo 6 pares de letras e a equagdo x + y = 4,
com x>0 ey >0, tem apenas 3 solucdes, a saber: (1,3), (2,2) e (3,1), temos 6.3 =18
mondmios formados com exatamente duas das 4 letras.
Resposta: A probabilidade é de 18 = 051,42 =51.42% (2 pontos).

35

Wros = %y, 2 W
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‘ ( [

10. Um nUmero complexo Z=X+1iy, z#0, pode ser escrito na forma
trigonométrica: z:‘z{(COS[‘) +isen0), onde |zf=q/x*+)%. COS@ZX/‘Z‘ e

sen O = .V/H. Esta forma de representar os niimeros complexos ndo-nulos é muito
conveniente, especialmente para o calculo de poténcias inteiras de nimeros complexos,
em virtude da férmula de De Moivre:

[]4 {cosO+isen §) } :|z|k(cosk8+isenk0)

que é valida para todo k € Z . Use essas informacdes para:
a) Calcular (\/54-!')]2

b) Sendo = ﬁ

=_“+;‘£,calcularovalor del+z4z2 42 +..42°
2 2

a)z=\B+f:>|;'|=-\f3+ =2e 0059=£esen8 =

1
Entao: 2 2

Resposta: (\E+ i)lj =4.096 2 pontos).

e =2 _30°
6
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(3 41)" =2'*|:m512.%+mn12%} = 2'{pna I +isendn) = 2% = 4006

) [» 2 T
b):=£+:L3||— = +——le(,059=—2 sene—ﬁjez_
2 2 Va 4 2 4

16
15 _ -

S=14z+z*+..+z [para z diferente de 1] e sendo

z—1

T
= Fi b b
Z =Cos | 1sen | ,temos S cosl6.1+sen16.z = cosdM + isentdm =1

Portanto, z'* = 1=0 = S=0.
Resposta: S =1+z+z> +...+z" =0. [2 pontos]

(ﬁn) 2. (608 36 +i.4m>3g )

E RO CE

bejlg *’rb 1— A b- BU Resp - ({3‘+1)’Z= 409 +04 (a/yéléﬂm)
2 (1340)"= 4096 (s kit isem¥5)

(3+1)7%= 272 os(30.12) +i 5em (2012 (+$m méghia)'

w2 EEe
(r“'k) 4096 (CQS 3607+ €N 360) 'Zl-’\@—(%) :11:'_::% _'br_:(’——:/'
(42+)% = 4096 (14 0.2) 40Jé+O,L
b) 2 =1 (wsas*ismds) - G+ %
2% 42 (s Yo't sendfF) = O*” §omdrm(ﬂ tade v da Z0R0, e issp

2% 3 (sl i snl3v) = -Z 42 [ yppote na segiencia de )
24 = 4% (o5 (80 sen 16C7) - _4+o, 29 24 2" 242842254 {2

g5 T (cas’tt(»‘vkmls")»_/ﬁ_,, ?‘?‘%Han{o, o valor boal e ZERO
28 ¢ (@ A0, UnB0) = -4 §
27 7 (s 3SHi m;.s“) 12 .12
28 = 48 (o ot i. ;en‘lw’) - 4+0'

\sx

@ (( u)ll - ((fa "m)) (5+ A+ ,2+ ;1@2

(226 -+ 3.6, +L{.5.(-t)) (o260

(349 PRI (69). 23 + 2.9). (o) + (8@,;)?’: 2
~Siz+ o xi+ (- \Q.(GL{.%.(—I))+ (Sfaz)z. (3\[51):;
ST+ ol B+ log s 643 (). 365 <

SIL+ oM B+ 1), 35 - (s

=SI12 4 (Ol"(('b»k (52X \@)A = M’
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11. A figura ao lado apresenta um prisma reto cujas bases sdo hexagonos regulares. Os
lados dos hexdgonos medem 5cm cada um e a altura do prisma mede 10cm.

a) Calcule o volume do prisma.
b)Encontre a area da seccao desse prisma pelo plano passa pelos pontos A, C e A'.

a) A drea de um hexagono regular de lado a € igual a 6 vezes a area do triangulo
eqiilatero de lado a. Como esta Ultima &rea é igual a a2 V3/4, entdo a &rea do hexagono
seré igual a 6. 52 V3/4 = 753 /2 cm2, pois a =5 cm. Como o volume do prisma mede o
produto da area da base e a altura, teremos que o volume V = 10.75v3/2 = 375v3 cm3.
Resposta: O volume V do prisma mede V = 75 V3 cm3 (2 pontos).

b) As faces hexagonais do prisma sdo paralelas. Portanto, o plano determinado por A, C
e A’ intersecta as duas faces hexagonais em retas paralelas. Logo, o ponto C' também
pertence ao plano. Entdo, a interseccdo do plano com o prisma sera o retangulo ACC'A'.
Pela lei do cosseno para o triangulo AOC, onde O é o centro da circunferéncia circunscrita
para o hexagono, temos |AC|2 = |OA|2 + |OA|2 — 2. |OA|2 cos 1200 = 50 + 50/2 = 75.
Logo, AC=5 V3. A 4rea procurada sera igual a AC . h onde h é a altura do prisma. Assim,
aérea é 5V3x10 =503 cm3.

Resposta: A area da seccao é 50 V3 cm3 (3 pontos).

&) 0 volnew 4o pRma { dad per Ab b, Ondk b= LGN

UM RKEGRNG rugalar £ @mpt por € frianguiot aquildien dy, \odo
l=5un 1640 Ab = 6. 1 CRP S X R 1 U

Vel - 368 1 = 356G t Rk

Fa

0 vowme o pritma, W 15

_ A
b) PG Ul 08¢ G WA RdhAMGE X mtm ’
We Bhe’- 055 W0 ok Wkt =Yg,
“ K= 604 a5 = 15 Aoy v
A X G
> k= 51 A

Aowg 4o wle A prigme, W L0LBE (=
- B wt
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- ' = [ 4 ~ .
) @ ARAIS 6‘ Aq’g_q.@_m,\'}r = 6' )\_\,{i\ Ea E—i@:_g _,)

QY TR0 Y {1

FEAS[';QS Qnﬂ'«)\’;'hs ?iﬁ_\..ﬂ\o»f ?‘3'@ w"\g}
Vo —

p N
O VOLLImY o RIS E 3(5'61 L/M’\).

by\) pd‘ﬂ‘ Y’I(A/Gdﬁﬁz‘_f

= P .
107 5%+ 8¢ = 4l = 75 > pC = 5V o

!QSSE(S_E’O = LO\\’) = M = 355@ ¥
> =

COMENTARIOS

A geometria espacial ¢ um tema pouco estudado nos colégios. Porém, a questdo exige
conhecimentos muito simples. Portanto, praticamente todos os candidatos trabalharam
sobre a questao. Por outro lado, foram comuns os erros basicos tais como considerar a
seccdo como sendo o triangulo ACA', ou errar nas féormulas de area e volume. A solucao
proposta pela banca ndo é a Unica. O comprimento de AC pode ser calculado de varias
maneiras. A observacdo mais importante é que atualmente a maioria dos candidatos
possui alguns conhecimentos em geometria espacial, ao contrario do que ocorria ha
alguns anos.

12. Para resolver equacdes do tipo x*+ ax’> + bx? + ax + 1 = 0, podemos proceder do
seguinte modo: como x = 0 ndo é uma raiz, divide-se a equacao por x2 e, apos fazer a
mudanca de variaveis u = x+1/x, resolve-se a equacao obtida [na varidvel u]. Observe que,

sexeRex>0,entiou=>2.
a) Ache as 4 raizes da equacao x*- 3x° + 4x?- 3x + 1=0.

b) Encontre os valores de & € R para os quais a equacdo x*— 3x3+ bx2— 3x + 1 = 0 tem
pelo menos uma raiz real positiva.

RESPOSTA ESPERADA

a) Dividimos ambos os membros da equagao x*- 3x*+ 4x2- 3x + 1 = 0 por x>#0

2 1 .
para obter a equacdo X~ —3x+4 ——+ — = 0. A substituicdo # = x +— leva a
X x X

equacdo u?—3u+ 2 =0, cujasraizessdo u=1eu=2.
Voltando para a variavel x, obtemos as raizes x, = x, = 1 [correspondentes a u = 2],

1+i3 1-#3
Xy :T e X4 —T.

Resposta: As raizes sao x = 1 [dupla] e 2 pontos).

1+i3
2

b) Repetindo a mesma mudanca de varidveis na equacdo x*- 3x>+ bx?- 3x + 1=0,

obtemos a equacdo u2-3u+b-2=0. Para que esta equacao tenha raizes reais deve-se ter

A=17—4b=0 e, portanto, ng_

4

Prova comentada ¢ Segunda Fase 16
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3+4/17-4b
Por outro lado, para x > 0, f = ——— > 2 e esta desigualdade nos leva a

b<4 2
Resposta: b < 4 (3 pontos).

Q) K4-3xd1qaxdxt=

VLIS X vy V=2 vu= 4
X+t4 -3 x-}-#‘@‘ X“'—;Z:R, x+—'—~:l
¥ +_L_~3x'% +4 =0
y l X= X = LV
(+ -2 3<x+l)+‘} =0 (Mfﬂuiao(y 2.
Vi-2-3yu+q =0 '
U= vy 0=1.
13)?: Az novzlo AR i(y‘ﬂfi‘ﬁzﬁﬁcboba) ,.—JDHJ N bl N
U -3y th-a=0 Condican e *

- . o 13-4k 2 0
U= 3&_}@' >a. axisdinua s bb\;l%
3+ VR-dh 3¢ eu D~ IR

Nl et ? b<4

Q) xfoax Pauxt-saed | <% |
ek S
‘ _ <
= ()<1~%x-»u) + 120k = xHBpTuu xSz

x =0 ?‘—Mtwﬂm%nu@ neodA .

x ..-4
3

Ir) ko x"-3x%-3x<l=0
?W‘m‘ nm'/;o_s swals (GBS Baren | )



